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Теория диофантовых приближений начинается с 1842 г. со следующей теоремы.
Т е о р е м а  Дирихле [1]. Пусть α и Q ≥ 1 – действительные числа. Тогда существуют целые 
числа p, q, удовлетворяющие неравенствам 
 1 , 1 .p q q Q
qQ
a - < ≤ ≤   (1)
В работе доказано, что теорема Дирихле о приближении действительных чисел рациональ-
ными не допускает принципиального улучшения. Для этого используется теорема Гурвица 
и новый подход, основанный на метрической теории диофантовых приближений.
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Т е о р е м а.  Справедливы следующие утверждения:
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П р е д л о ж е н и е  2.  Существуют действительные числа [0,1)a∈ , для которых 
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П р е д л о ж е н и е  3.  В окрестности числа 
1
2
 существуют действительные числа, для ко-
торых 1 1.c =






























g =  являются сопряженными 
корнями квадратного трехчлена 22 ( ) 1P x x x= + - . Так как 2 1 2( ) ( )( )P x x x= - g - g  и 2 ( )P x  не имеет 
рациональных корней, то для любого рационального числа p q  выполняются неравенства 
2 ( ) 0P p q ≠  и ( )2 2 1q P p q ≥ . Если 1 p qg - > e , то неравенство (2) справедливо при любом 
Q > Q0(ε). Поэтому остается рассмотреть случай  1 p qg - < e , в котором 1p q < g + e .
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Заметим, что 1 2 2( ) 5D Pg - g = = . Тогда из неравенств 
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Д о к а з а т е л ь с т в о  предложения 2. Для доказательства нам понадобятся две леммы.
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где An = a1 +… +an.
Для доказательства леммы 1 достаточно раскрыть скобки в правой части равенства (3) и при-
вести подобные члены.
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Лемма 2 доказана в [3].
Обозначим через A(c3, Q) множество точек интервала [0, 1), для которых при 0 ≤ p ≤ q выпол-
няется неравенство
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Если зафиксировать p и q, то подмножество A(p, q) ∈ A(c3, Q) представляет собой интервал 
с центром в точке p q  длины 32( , ) cA p q
qQ
= . В случае, когда p и q имеют общий делитель α, оче-
видно, что  ( , ) ,
p qA p q A ⊂  a a 
. Это означает, что множество A(c3, Q) останется неизменным, 
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и оценим меру A(q). Имеем
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µ ≤ µ = =∑ ∑    (5)
где φ(q) – функция Эйлера. Обозначим 1
1
( ) ( )
Q
q
T Q q q-
=
= j∑ , применим к сумме преобразование 
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∑    (6)
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для любого ε2 и Q > Q0(ε2).
Сейчас выберем с3 таким, чтобы выполнялось неравенство 
3
22
12 1c + e <
p






c - e p< . Для таких с3 мера множества [0, 1)\A(c3, Q) положительна. Это означает, что су-
ществуют точки [0,1)a∈ , для которых при 
2
1 12
c p=  выполняется неравенство (2). 
Д о к а з а т е л ь с т в о  предложения 3. Докажем сейчас, что при любом ε3 > 0 и достаточно 
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выполняется для всех (p, q) ∈ ℤ×ℕ, 1 ≤ q ≤ Q.  При 41
2Q
- e





a - = >  


















a - <     (9)
Тогда из (8) и 
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Поэтому 3
4
2(1 )Q - e<
e
. Если 30 3
4
2(1 )
( )Q Q - e> e =
e
, то неравенство (9) противоречиво. Таким об-
разом, 1 1c = .
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A. G. GUSAKOVA
ABOUT UNIMPROVABLE OF  DIRICHLET’S THEOREM  
ON THE APPROXIMATION OF REAL NUMBERS BY RATIONAL
Summary
It is proved that the Dirichlet’s theorem on the approximation of real numbers by rational can not be improved.
